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Abstract 

In this paper I will present a new version proof of a tauberian theorem of a complex Laplace 
transform and its generalization under some conditions on original function p that definate in 
IR+ to R+. I recall that the Laplace transform and the Laplace-Stieltjes transform are defined 
for a complex number s = a + it by: 

/' + 00 /' + 00 

Cp{s) := / p{t)e-''*dt and C*{s) := / e-'^dpit) 
Jo Jo 
Finally, I will use this result for give a simple proof to the primes number theorem. 



Resume 

Dans ce document Je vais presenter une nouvelle version de demonstration du theoreme 
tauberien de la transformation de Laplace complexe et sa generalisation sous quelques condi- 
tions sur une fonction p definie sur a valeurs dans R"*". Je rappelle que la transformation 
de Laplace et celle de Laplace-Stieltjes sont dofinis pour un complexe donne s = a + it par: 

/•-t-OO /' + 00 

Cp{s) := / p{t)e-''*dt et C*{s) := / e'^^dpit) 
Jo Jo 
Finalement, je vais utiliser ce resultat pour donner un preuve simple du theoreme des nombres 
premiers. 



1 Introduction 

La plupart des articles, des Tarticle de Karamata (1929), traitent le theoreme tauberien 
de la transformation de Laplace d'un cote tres vaste avec un preuve long et complique. Ici, 
je veux vraiment presenter un preuve simple base sur la theorie de la mesure et I'integration 
usuelle qui donne une application directe dans le domaine de la theorie analytique des nom- 
bres, comme le theoreme des nombres premiers. 
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Je rappelle que, pour toute fonction positive / a variation bornee et continue par 
morceaux sur [a,b] avec /(a) = (a < 6 £ M), il existe une unique mesure de Borel 
positive Hf telle que: 

f(x) = fif{]a,x]) Vx e [a,b] 
La demonstration decoule en [1]. 

D'une autre, puisque I'application 1 1— >■ e"''* pour tout s S C est continue et p a variation 
bornee sur [0,6] (6 > 0), alors I'integrale: 



/ e-'^dp{t) V5>0,VseC' 

^0 



est absolument convergente, et si on prend s = a -\- it avec u > 0, la limite h —5- +oo ex- 
iste, ce que nous assure I'existence de la transformation de Laplace-Stieltej sur le demi-plan 
complexe {cr > 0}. 

Si on suppose en plus que p est bornee, continue par morceaux et p(0) = on aura les 
resultats suivants: 



2 Lemme et Theoreme 

Lemme 2.1 



Soit p une fonction positive, bornee, locallement a variation bornee et continue par 
morceaux sur avec p{Q) = alors C*p est continue en O"*" et en plus: 

C;{0)= lim pix) 



PREUVE: 



On pose pour tout s = a + it tel que cr > 0: (f)s{t) — e Alors on a: 

• Les fonctions ((/'s)cr>o sont continues pour tout t G M+. 

• Pour tout t G M+: 



• Pour tout cr > et pour tout t G . 
Et puisque: 

f + 00 



lim 4>s{t) — 1 



|e-"*| < 1 







dp{t) = pp{[0, +oo)) < +00 
(car p est bornee, d'ou pp{[0,u]) < \\p\\oo Vm > 0). 
Alors d'apres le theoreme de convergence dominee de Lebesgue on a: 



Et en plus: 
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+ 00 I'X 

CAQ)^ I dp{t) = lim / dp{t)= lim pp{]0,x]) = lim p{x) 



Remarque 2.1 



Pour s e C avec a > il existe un r > et t £ [^f j f ] tefe que s — re'*, d'ou 



lim F(s) = limFfre**) G 



TT TT 

2' 2 



Avec line fonction complexe definie sur le demi-plan {ct > 0}. 



Theoreme 2.1 



Soit p unc fonction positive, bornee, a variation bornee et continue par morceaux sur 
K+ avec p(0) — 0, on suppose que Cp (sa transformee de Laplace) est holomorphe 
sur {a > 0} et sc prolonge meromorphcment sur {a > 0} avec un pole simple en 0. Alors: 

lim p(x) = ReslCp, 0) 



Preuve: 

Soit I'integrale pour tout cr > 0: 



+00 

e-''dp{t) 





Alors par une sommation par partie on a: 



Et puisque 



et 



alors: 



e-^'dpit) ^ [p{t)e-^X^ - / p{t)d{e- 
"'0 



\p{t)e^''\ < WpWooe-"' Vct > OeM > 
die-'*) = -se~''dt 



r+00 r+oo 

/ e'^^dpit) = s / p{t)e-''*dt Vct > 
Jo Jo 



Ce qui est: 



Passons a la limite s — > 0+, et grace au lemme on a: 

C*piO) = Re3iCp,0) 

Ce qui est: 



lim p{x) — Res{Lp, 0) 
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3 Generalisation du theoreme 1.1 

Lemme 3.1 



Soient a G et p une fonction positive et locallement a variation bornee alors la 
fonction f dcRnie par 

fix) = p{x)e-"^ 

Est locallement a variation bornee. 



PREUVE: 

Pour a = evident! Supposons alors que a > 0: 

Soient T > 0,n G W et — xq < xi < X2 < ■ ■ ■ < Xn — T unc subdivision de [0, T], on 
note pour S I'ensemble des subdivisions de [0,T], done on a: 

EVo I/(^^+i) - fi^^)\ = EVo \p{x^+i)e-^^^-^ ~ p(x,)e-°-'| 

< Y.lZl\p{x^+l) ~ piXi)\ 

D'ou: 



SUp^ \f{x.i+i) - f{x^)\ < SUp^ \p{Xi+l) - p{x^)\ 
^' k=0 ^' k=0 

Et puisque p est locallement a variation bornee alors: 

sup \p{xi+i) - p{Xi)\ < +00 

^ — 

^ k=0 

Et par suite: 

n-l 

SUP^ \ f{Xi+i) - f{Xi)\ < +00 

Ce que veut dire que / est aussi locallement a variation bornee. 
Lemme 3.2 



Si p est une fonction croissante positive alors est locallement a variation bornee. 



PREUVE: 



Soit r > 0, et soit ^ xq < xi < ■ ■ ■ < Xn ~ T une subdivision de [0, T] ct on note S 
I'ensemble de toutes les subdivisions de [0, T], alors: 



n— 1 n—1 

\p{x^+l) - p{xi)\ = - p{Xi)) = p{T) - p(0) 

fc=0 fc=0 

Qui est bicn finic pour toute subdivision donnee de [0,T], ce qu'il fallait demontrer. 
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Theoreme 3.1 



Soit a e , soit p une fonction positive, continue par morceaux et locallement a 
variation bornee sur K"*" avec p{0) — et p{x) = 0(e"^). Soit £„ sa transformee de 

a: —^+00 

Laplace holomorphe sur {a > a} et qui se prolonge meromorphement sur {a > a} avec 
s = a Icur unique pole simple. Alors: 



Preuve: 

On pose pour tout x G M+: 

9{x) = p{x)e-"^ 

Done: 

• g est positive sur M+. 

• g est continue par morceaux. 

• g est locallement a variation bornee d'apres le lemme 2.1. 

• .9(0) = 0. 

• g est bornee sur M+. En cfTet: 

pix) = 0(e"^) ^ p(x)e-"^ = 0(1) ^ g{x) = 0(1) 

Alors g verifie toutes les hypotheses du theoreme 1.1. 
D'une autre part, pour tout s e C tel que a > a, on a: 

Cp{s) / p{t)e-'*dt = / p{t)e~°''e-'^''"^'dt = / g{t)e-^'-°'^' dt 
Jo Jo Jo 

Done: 

Cp{s) — Cg{s — a) Vcr > a 
Alors, posons z = s — a on aura: 

Cp{z + a) = Cg{z) V5R(z)>0 

Ce qui montre que Cg est holomorphe sur {3? (2:) > 0} et se prolonge meromorphement 
sur {^{z) > 0} avec le pole simple z ~ 0. Le theoreme 1.1 implique que: 

lim g{x) — Res{Cn{z), 0) — Res{£-p{s), a) 

D'ou: 



p{x) ~ Res{Cp,a)e°'^ 
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4 Application au theoreme des nombres premiers 

Dans tout ce qui suit s = a + it avec cr, t e R ct = -1. p un nombre premier positif 
et k un entier strictement positif donne. 



4.1 Introduction 

Soient ^, et ip les fonctions de Riemann et de Chebyshev (respectivement) definies par: 

n>l p^<x 

Je rappelle que: 

• La fonction C se prolonge analytiquement sur le demi-plan complexe {cr > 0} avec un 
pole simple en s = 1, et que ip pent s'ecrire sous la forme ip{x) = X]n<K ^('^) ^^^'^ ^ 
est la fonction de Van Magoldt definie par: 




log(p) s\p^ = n 
sinon 



• II existe une relation entre C et ip: 



s - 1 

• Hadamard a demontre que: 



Vi e M* : C(l + it) 7^ 

• Chebyshev a demontre que: 

'4'{x) ~ a; t:(x) 



+00 + 00 log(x) 

avec 7r(a;) le nombre des nombres premiers positifs inferieur a un reel x donne. 
• Chebyshev aussi a demontre que: 

V'(x) = = 0{x) 

4.2 Theoreme des nombres premiers 

II s'agit de deniontrer que: 

X 



7r(x) 



x^+oa log(x) 

Done pour demontrer cela, il suffit de demontrer que: 



■0(2;) ^ X 



Ce que le theoreme suivant montre: 
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ip{x) ~ X si et seulement si la fonction ne s'annulle pas sur la droite a — I. 



Preuve: 

(^) Soit a > 1. Supposons que ip{x) ~ x, alors on a: 

Ve > 0, > 1 X > A =^ \ijj{x) - x\ < ex 

done: 



+ 00 



rj.S+1 



d'ou: 



C'est a dire: 



Cis) 1 



sC(s) s ~ 1 



C'{s) 1 



dx — 



+ 00 



i^ix) ~ X , 1 
^ ^ -da; ' 



c^'+i s - 1 



dx 



sC(s) s - 1 



< / Ml^da:. 



H{x) - x\ 



dx 



Posons: 



Ka 



{ipix) — a; 



dx 



qui est bien definie, alors: 



sC(s) s - 1 



< if A + < Ka 

(7—1 



CT - 1 



D'ou: 



< (cr - l)ii:A + £ 

Supposons qu'il existe un r e M* tel que ({1 + ir) = alors on a: 



lim —((7 — 1) 



>i+ 



Ce qui est absurde!! car deja: 



Alors pour tout reel t on a: 



C'(cr + ir) (7-1 



((7 + ir)C((7 + ir) it 



C'((7 + ir) (7-1 







lim -((7 - 1) , . , . , 

■7^1+ (a + it)Q[(7 + it) it 



C(l + Zt)y^0 
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(^) Supposons que pour tout reel t, ({1 + it) ^ 0: 

Soit (T > 1. Par un changement de variable a; = e* dans I'integrale precedante on 
trouve que: 



Posons p(t) — ip{e*), alors on a 



D'une part, la fonction ^ est holomorphe sur {a > 1} et se prolonge meromorphement 
sur {(7 > 0} done en particulier sur {a > 1} avec un pole simple en 1 de residu egale 
a 1, Ce qui entraine que les conditions sur Cp du theoreme 2.1 sont verifiees (dans ce 
cas a — 1). 



D'une autre part, la fonction est croissante, positive et continues par morceaux, de 
meme pour la fonction exponentielle. D'ori la fonction p est aussi croissante (ce qui 
implique que p est locallement a variation bornee d'apres le lemme 2.2), positive et 
continue par morceaux . Et puisque — 0{x) alors p{t) = 0(e*) ce qui 

termine les conditions du theoreme sur p. 

Alors par I'application directe, on deduite que: 



Pit) ^ e* 

C'est a dire: 



tpix) ^ X 



Alors puisque Hadamard a deja demontre que C(l + it) ^ pour tout t e M* alors on 
a toujours: 



tf^ix) ^ X 



Ce qui montre qu'on aura aussi toujours: 

7r(.T) 



a;^+oo log(a;) 

D'oii la demonstration du theoreme des nombres premiers. 
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